
مدارهای منطقی
Logic Circuits

میلاد سلطانی



فهرست مطالب فصل سوم

مقدمه▪
سازیسادهاهداف▪
کارنوجدول▪
کارنوجدولباسازیسادهنکات▪
کارنومتغیره1،2،3،4،5جداول▪
هاماکسترمضربباسادهسازی▪
اهمیتبیحالات▪
(Q-M)کلاسکیمککوئینجدول▪

اهمیتبیحالاتو(Q-M)جدول▪

حداقل سازی در
سطح گیت

Gate Minimization

In Logic Circuits
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مقدمه

یادهپرادودوییتابعیککهدیجیتالمنطقیمداریکپیچیدگی▪
آنطتوسکهجبریعباراتپیچیدگیبهمستقیماًکند،میسازی
.داردبستگیشوند،میسازیپیادهتابع

ابعتهرچهزیرااست،برخودارفراوانیاهمیتازجبریتوابعسازیساده▪
.بودخواهدترهزینهکموترسادهآنبامتناظرمدارباشد،ترساده

عناصربامدارسازیپیادههنگامهاهزینهکاهشسازی،سادههدف▪
.باشدمیفیزیکی
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اهداف ساده سازی

توجهموردکاهشنوعدومعمولاًًجبریعبارتیکسازیسادهدر▪
:گیردمیقرار
oجبریتابعجملاتتعدادکاهش

شودمیاستفادهموردهایگیتتعدادکاهشسبب.

oجبریتابعجملاتدرهالیترالتعدادکاهش
شودمیهاگیتهایورودیتعدادمخصوصاًهاگیتپیچیدگیکاهشسبب.

اجزایخصوصیاتچهارچوبدرمدارطراحیموارد،ازبسیاریدر▪
توانها،گیتهایورودیتعدادمثلشود،میانجاممدار

...والکترونیکیعناصرنوعها،گیتخروجی/ورودی
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الگوریتم های ساده سازی

جبریقضایایواصولکمکبهسازیساده▪
oگرفتقراربحثموردقبلیفصلدرآناصول.

Karnaugh)کارنو(نقشه)جدولکمکبهسازیسادی▪ map)

oگِرِیگذاریکدسیستمبرمبتنی(Gray Code)

Quine-Mc)کلاسکیمک-کوئینروشباسازیساده▪ claskey)

oکامپیوترینویسیبرنامهبرایمناسبوسیستماتیکوروان
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کارنو( نقشه)جدول 

ینترممیکمربعهرکهمربعاتازمتشکلاستنموداریکارنونقشه▪
.دهدمینشانراتابعازماکسترمیا

یانترممیکهمربعاتیباتوانمیراکارنونقشهدردودوییتابعیک▪
کیگرافیصورتبهداردوجودتابعدرآنهابهمتعلقهایماکسترم
.کردشناسایی

اندارداستفرمدوازیکیبههمیشهنقشهازحاصلشدهسادهعبارات▪
SOPیاPOSنیستفردبهمنحصرهمیشهوبوده.
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اصول ساده سازی جدول کارنو

:سازیسادهاصل▪
o(یمنطقمجاوران)جملاتترکیببامتغیرهاحذفوجذبقضیهازاستفاده

(SOP)هامینترمجمعفرمبهسازیساده▪

شودمیپُر1بادارندوجودتابعدرکههاییمینترمهایمربع.
شودمیانجام1دارایهایمربعباسازیساده.

(POS)هاماکسترمضربفرمبهسازیساده▪

شودمیپُر0بادارندوجودتابعدرکههاییمینترمهایمربع.
شودمیاجرادمورگانقضیهانتهادروشدهانجام0دارایهایمربعباسازیساده.

CBADDCBACDBADCBA =+=+ )(

7



نکات ساده سازی جدول کارنو

:سازیسادهنکات▪
جدولازمربعهرn،دارایمتغیرهnدوواست(افقییاعمودی)منطقیمجاورمربع

.دارنداختلافمتغیریکدرنقشه،درمجاورمربع

2بندیگروهبا.باشد2ازتوانیبصورتدستههردرهامربعتعدادبایدm،مربعm

.شودمیحذفمتغیرهnجملهازمتغیر

نکمتریدرامکانحدتابایداماگیرد،قرارمختلفهایدستهدرتواندمیمربعهر
.بگیردقرارممکنهایدسته

کارینابا.باشندمنطقیمجاورمربعتعدادبیشتریندارایهادستهبایدممکنحدتا
.یابدمیکاهشتابعجملاتتعداد

باشددیگردستهمجموعهزیرنبایدسازیسادهدستههیچ.
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متغیره1نقشه کارنو 
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متغیره2جدول کارنو 
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متغیره2جدول کارنو 

.کنیدسادهرازیرتوابع▪

= )3,2,1(),( myxf

= )3,0(),( myxf

1

1

1

11
yxyxfs +=),(

xyyxyxfs +=),(

)(),( yxyxfs =

= )3,2,1,0(),( myxf

1

11
1),( =yxfs

1

= )2,1(),( myxf

1

1

yxyxyxfs +=),(

yxyxfs =),(
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متغیره3جدول کارنو 
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متغیره3جدول کارنو 

.کنیدسادهرازیرتوابع▪

= )5,4,3,2(),,( mzyxf

= )7,6,4,3(),,( mzyxf

yxyxzyxfs +=),,(

yxzyxfo =),,(

11

1 1

1 1

1

1
zxyzzyxfs +=),,(
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متغیره3جدول کارنو 

.کنیدسادهرازیرتوابع▪

= )6,5,4,2,0(),,( mzyxf

BCCBABACACBAf +++=),,(

zyxzyxfs +=),,(

1

1 1

1

111

1

1

ABCCBACBACBABCACBAf ++++=),,(

= )7,5,3,2,1(),,( mCBAf

BACCBAfs +=),,(

1
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متغیره4جدول کارنو 
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متغیره4جدول کارنو 

.کنیدسادهرازیرتوابع▪

= )14,13,12,9,8,6,5,4,2,1,0(),,,( mzyxwf

zxzwyzyxwfs ++=),,,(

1

1

1

111

1

1

CBADBCADCBCBADCBAf +++=),,,(

= )10,9,8,6,2,1,0(),,,( mDCBAf

1

1

1

1
1

1

1

)(),,,( xwzyzyxwfo ++=

DCBADCBADBCA

DCBADCBADCBADCBADCBAf

+++

+++=),,,(

DCACBDBDCBAfs ++=),,,(111
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متغیره5جدول کارنو 
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متغیره5جدول کارنو 

.کنیدسادهرازیرتابع▪

1

1

= )31,29,25,23,21,13,9,6,4,2,0(),,,,( mEDCBAf

ACEEDBEBAEDCBAfs ++=),,,,(

1

1

1

1

1 1

1

1 1
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اده شدهدر یک جمله س( متغیرها)رابطه بین تعداد مربعات مجاور و تعداد لیترال ها 
تعداد مربعات مجاورمتغیرهnدر یک جمله، در یک نقشه( متغیرها)تعداد لیترال ها 

n=5n=4n=3n=22kK

543210

432121

321042

21083

10164

0325
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ساده سازی کارنو با ضرب ماکسترم ها

(POS)هاماکسترمضربفرمبهسازیساده:یادآوری

شودمیپُر0بادارندوجودتابعدرکههاییمینترمهایمربع.
شودمیاجرادمورگانقضیهانتهادروشدهانجام0دارایهایمربعباسازیساده.

.کنیدسادهرازیرتابع▪

= )10,9,8,5,2,1,0(),,,( mzyxwf

wxyzzxzyxwf
s

++=),,,(0

0

1

1
1

0

1

1
0

0

1

1

0

0

0

0

)(),,,( wxyzzxzyxwf
s

++=

)).().((),,,( xwzyzxzyxwFs +++=
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(Don’t Care)حالات بی اهمیت 

اما.هستندمعتبرتابعمتغیرهایبرایحالاتهمهدودوییتوابعدر▪
یمعینترکیباتبرایهاآندرکهدارندوجودکاربردهاییعمل،در
.نیستمشخصتابعوضعیتمتغیرها،از

نامشخصهایخروجیها،ورودیازترکیبیبرایکهتوابعیبه▪
نامبانامشخصجملاتوشودمیگفتهکاملغیرتوابعدارند،
Don’t)اهمیتبیحالات Care)شوندمیشناخته.

آنیمنطقمقدارکهاستمتغیرهاازترکیبیاهمیت،بیجملهیک▪
لذا.دادنشان0یا1باراآنتواننمیدلیلاینبه.استنامشخص

.شوندمیدادهنمایشXباترکیباتاین
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(Don’t Care)حالات بی اهمیت 

),,,()15,11,7,3,1()5,2,0(.کنیدسادهراروبروتابع▪ dmzyxwf +=

0

0

0

X

X

0

0

1
0

0

X

0

1

1

1

1

0

0

0

X

X

0

0

1
0

0

X

0

1

1

1

1

yzxwzyxwfs +=),,,(

yzzwzyxwfs +=),,,(

)(),,,( ywzzyxwfo +=
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انواع ایجاب کننده

.رممینتچندیایکشاملضرب،بصورتاییجمله:کنندهایجاب▪
oI

.یستنبزرگتردستهمجموعهزیرکهاییدسته:اولیهکنندهایجاب▪
oPI

.دداردستهبدونمینترمیکحداقل:اساسیاولیهکنندهایجاب▪
oEPI
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(Quine-Mc claskey)مک کلاسکی -روش کوئین

.داردنبستگیکارنوجدولدرالگوهاتشخیصدرتجربهوتواناییبه▪

حال،کردسادهآنباتوانمیرابیشتریمتغیرهایتعدادباتوابع▪
.شودمیمحدودمتغیرششبهعملاًکارنوجدولآنکه

جملاتفهرستازشود،مینامیدهQ-Mخلاصه،بطورکهروشاین▪
(I)هایکنندهایجابتمامترتیببهوهشدشروعمتغیرnدارای

تمامسرانجامتاآمدهبدست...ومتغیرn-2سپستغیر،مn-1دارای
.شودمشخص(PI)اولهایکنندهایجاب

24



مک کلاسکی-مراحل روش کوئین

:باشدمیزیرشرحبهالگوریتمایناجرایمراحل▪
سپسرده،کبندیگروه1هایبیتتعدادحسبربراتابعجملاتتمام.1

.نیدکدرجQ-Mجدولاولستوندرراآنها
برایچونکند،میسادهرامنطقیمجاورجملاتتشخیصبندیگروهاین

.باشندداشتهتفاوتمتغیریکدرتنهابایدهجملدو،منطقیمجاورت

ایجاب)دومنستودروکردهترکیبرامجاورجملاتمجاور،هایگروهدر.2
شنمایدروزدهعلامتراشدهترکیبجملات.دبنویسی(متغیرهn-1کننده

.یدبگذار(-)تیرهخطشدهحذفمتغیرجای،جدیدکنندهایجابهردودویی
جابایجملههیچدیگرکهاینتادهیدانجامراکارهمیننیزجدیدستونهایبرای

زدهعلامتجملاتتمامجملات،ترکیبپایانازپس.کردترکیبنتوانراکننده
.هستند(PI)یهاولکنندهایجابنشده
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مک کلاسکی-مراحل روش کوئین

:مراحلادامه▪
واولیههایکنندهایجابآنسطرهایکهیدکنترسیمجدیدجدولی.3

.باشدنظرموردتابعجملاتآنهایستون
خوردبرمحلدر×علامتباداشته،نقشکنندهایجابیکتشکیلدرکهجملههر

.کنیدصمشخ(جمله)ستونو(کنندهایجاب)سطر

شدهسادهتابعبعنوان(EPI)اصلیهایکنندهایجابانتخابجهت.4
:کنیممیعملزیربصورت

کنندهایجابردیفاست،×علامتیکشاملفقطجدولدرکههاییستوندر
ایندرکهییهاستونتماموزدهعلامتاصلیکنندهایجاببعنوانراآنهابهمربوط
.زنیممیخط،دارند×علامتردیف

تعدادحداقلکرده،نویسیبازراجدولPIتمامطوریکهکنیممیانتخابراها
.دهندپوششراباقیمانده(هایستون)جملات
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مک کلاسکی-مراحل روش کوئین

:مراحلادامه▪
دادهپوششهاPIتعدادحداقلتوسطجدولجملاتتمامیاینکهازپس.5

رااصلیهایکنندهایجابتمامباید.استیافتهپایانسازیسادهشد،
.کنیدیادداشتشدهسادهتابعبعنوان

.کنیدسادهکلاسکیمککوئینروشبهرازیرتابع:مثال

= )15,13,12,10,9,8,6,4,2(),,,( mDCBAf

DCBDBAABDCADCBAfs +++=),,,( 111

1

1

1

11 1
:سادهًسازیًاینًتابعًراًبهًروشًکارنوًمشاهدهًمیًکنید
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= )15,13,12,10,9,8,6,4,2(),,,( mDCBAf

41111

31101

21100

21010

21001

11000

20110

10100

10010

15

13

12

10

9

8

6

4

2

groupm

groupm

groupm

groupm

groupm

groupm

groupm

groupm

groupm

=

=

=

=

=

=

=

=

=

ABCDعجملات تاب

1دستهً

0010m2

0100m4

1000m8

2دسته

0110m6

1001m9

1010m10

1100m12

31101m13دستهً

41111m15دستهً

مرحله اول الگوریتم
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ستون اولستون دومستون سوم

ABCDجملات تابعABCDعجملات تابABCDعجملات تاب

PI11-0-8,9,12,13PI20-102 , 6✓0010m2

PI3-0102 , 10✓0100m4

PI401-04 , 6✓1000m8

PI5-1004 , 12✓0110m6

✓100-8 , 9✓1001m9

PI610-08 , 10✓1010m10

✓1-008 , 12✓1100m12

✓1-019 , 13✓1101m13

✓110-12 , 13✓1111m15

PI711-113 , 15

مرحله دوم الگوریتم
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m2 m4 m6 m8 m9 m10 m12 m13 m15

PI1 × × × ×

PI2 × ×

PI3 × ×

PI4 × ×

PI5 × ×

PI6 × ×

PI7 × ×

مرحله سوم الگوریتم

.ردیفًمربوطًبهًایجابًکنندهًهایًستونًهایًمختلف،ًباًخطًتیرهًازًهمًجداًمیًشوند! نکته 

PIستونًسوم

PIستونًدوم
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های اصلیایجاب کنندهالگوریتم انتخاب 

:ازعبارتستهاPIسازیسادهبرایهاکنندهایجابحداقلانتخاب▪
وعلامتاینبامتناظرهایردیفتمامکرده،مشخصرا×علامتیکدارایهایستون

PI.شدخواهندحذفجدولازدارند،×علامتهاردیفایندرکههاییستونسایر

.شوندمیگفتهMIیااصلیکنندهایجابشده،انتخابهایردیفبهمربوط

دادهپوششدیگرستونیاردیفیکتوسطکاملاًًستونیاردیفیک×هایعلامتاگر
دروندرتأثیریزیراکرد،حذفجدولازرایافتهپوششستونیاردیفتوانمیشود،
.ندارندسازیساده

ستونییاردیفهیچیانبودعلامتتکستونداراییعنی)شددوردارایجدولاگر
این)کنیممیحذفجدولازوانتخابدلخواهبهراPIردیفیکآنگاه(نشددادهپوشش

PIاصلیکنندهایجاببهMIگردیممیبازقبلمرحلهبهو(شودمیتبدیل.

oنماندیباقجدولدرستونییاردیفدیگرکهشودمیتکرارآنقدربالامراحل.
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m2 m4 m6 m8 m9 m10 m12 m13 m15

PI1 ×  × ×

PI2 × ×

PI3 × ×

PI4 × ×

PI5 × ×

PI6 × ×

PI7 × 

1-مرحله چهارم الگوریتم 

ستونًهایًدارایًیکًعلامت
ردیفًهایًدارایًستونًهایًیکًعلامته

ستونًهاییًکهًتوسطًردیفًهای
.مشخصًشدهًپوششًدادهًمیًشوند
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m2 m4 m6 m10

PI2 × ×

PI3 × ×

PI4 × ×

PI5 ×

PI6 ×

2-مرحله چهارم الگوریتم 

m2 m4 m6 m10

PI2 × ×

PI3 × ×

PI4 × ×

PI5 ×

PI6 ×

m2 m4 m6 m10

PI2 × ×

PI3 × ×

PI4 × ×

PI5 ×

PI6 ×

✓
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m2 m4 m6 m10

PI2 × ×

PI3 × ×

PI4 × ×

PI5 ×

PI6 ×

2-مرحله چهارم الگوریتم 

.حداقلًتعدادًردیفًهاییًانتخابًمیًشوندًکهًتمامًجملاتًمینترمًراًپوششًدهند! نکته 

𝑓𝑠(𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷) = 𝑃𝐼1 + 𝑃𝐼3 + 𝑃𝐼4 + 𝑃𝐼7

111

001

010

01

7

4

3

1

−

−

−

−−

=

=

=

=

PI

PI

PI

PI

𝑓𝑠(𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷) = 𝐴𝐶 + 𝐴𝐵𝐷 + 𝐴𝐵𝐷 + 𝐵𝐶𝐷
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m1 m2 m3 m4 m5 m6

PI1 × ×

PI2 × ×

PI3 × ×

PI4 × ×

PI5 × ×

PI6 × ×

=:مثال جدول دارای دور  )6,5,4,3,2,1(),,( MCBAf

انتخابًدلخواه

m2 m4 m5 m6

PI2 ×

PI3 × ×

PI4 × ×

PI5 × ×

PI6 ×

پوشش
وPI3باً

حذف

پوشش
وPI5باً

حذف

m2 m4 m5 m6

PI3 × ×

PI4 × ×

PI5 × ×
531),,( PIPIPICBAfs ++=
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مک کلاسکی و حالات بی اهمیت-روش کوئین

:فاوتتیکبافقطاست،برقرارنیزحالتایندرقبلیالگوریتم▪
oاهمیتبیواصلیهایمینترمتمام2و1مراحلجدولتشکیلدر

نباید4و3مراحلدرهاPIجدولتشکیلهنگامدراما.شوندمینوشته
.کنیمیادداشترااهمیتبیهایمینترم

.کنیدسادهکلاسکیمککوئینروشبهرازیرتابع:مثال

)23,21,19,18,5(

)27,15,12,10,7,3,2(),,,,(

d

mEDCBAf

+

=
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1

11

1

1 1

X

XX

X X

EDBCADECAEDCACDEADCBDCBAfs ++++=),,,(

:حالتًاولًراًدرًزیرًمشاهدهًمیًکنید.ًسادهًسازیًاینًتابعًبهًروشًکارنوًدوًحالتًممکنًدارد

1
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1

11

1

1 1

X

XX

X X

EDBCADECAEDCACDEADEBDCBAf s ++++=),,,(

1

:حالتًدومًراًدرًزیرًمشاهدهًمیًکنید.ًسادهًسازیًاینًتابعًبهًروشًکارنوًدوًحالتًممکنًدارد
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411011

410111

310101

310011

210010

401111

201100

201010

300111

200101

200011

100010

27

23

21

19

18

15

12

10

7

5

3

2

groupm

groupm

groupm

groupm

groupm

groupm

groupm

groupm

groupm

groupm

groupm

groupm

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=
ABCDEعجملات تاب

100010m2دستهً

2دستهً

00011m3

00101m5

01010m10

01100m12

10010m18

3دسته

00111m7

10011m19

10101m21

4دستهً

01111m15

10111m23

11011m27

مرحله اول الگوریتم

)23,21,19,18,5()27,15,12,10,7,3,2(),,,( dmDCBAf +=
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ستون اولستون دومستون سوم

ABCDEجملات تابعABCDEعجملات تابABCDEعجملات تاب

PI1-001-2,3,18,19✓0001-2 , 3✓00010m2

PI2-0-113,7,19,23PI40-0102 , 10✓00011m3

PI3-01-15,7,21,23✓-00102 , 18✓00101m5

✓00-113 , 7✓01010m10

✓-00113 , 19PI701100m12

✓001-15 , 7✓10010m18

✓-01015 , 21✓00111m7

✓1001-18 , 19✓10011m19

PI50-1117 , 15✓10101m21

✓-01117 , 23✓01111m15

✓10-1119 , 23✓10111m23

PI61-01119 , 27✓11011m27

✓101-121 , 23

مرحله دوم الگوریتم
40



m2 m3 m7 m10 m12 m15 m27

PI1 × ×

PI2 × ×

PI3 ×

PI4 × ×

PI5 × ×

PI6 ×

PI7 ×

مرحله سوم الگوریتم

.مینترمًهایًمربوطًبهًحالتًهایًبیًاهمیتًدرًستونًهاًیادداشتًنمیًشوند! نکته 

PIستونًاول

PIستونًدوم

PIستونًسوم

41



1-مرحله چهارم الگوریتم 

ردیفًهایًدارایستونًهایًدارایًیکًعلامت
ستونًهایًیکًعلامته

ستونًهاییًکهًتوسطًردیفًهای
.مشخصًشدهًپوششًدادهًمیًشوند

m2 m3 m7 m10 m12 m15 m27

PI1 × ×

PI2 × ×

PI3 ×

PI4 × 

PI5 × 

PI6 

PI7 
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2-مرحله چهارم الگوریتم 

.دارددر این جدول دو حالت ساده سازی وجود 

PI1حالت اول انتخاب 
PI2حالت دوم انتخاب 

EDBCADECACDEAEDCADCBDCBAfs ++++=),,,(

m3

PI1 ×

PI2 ×

PI3

76541),,,,()1 PIPIPIPIPIEDCBAfs ++++=
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76542),,,,()2 PIPIPIPIPIEDCBAfs ++++=

01100

0111
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0100
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=
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PI

PI

PI

PI
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EDBCADECACDEAEDCADEBDCBAf s ++++=),,,(
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